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L’algorithme HyperCASL : une nouvelle approche pour la
simulation des e´coulements ge´ophysiques
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School of Mathematics and Statistics
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Re´sume´ :
HyperCASL est un nouvel algorithme Lagrangien qui combine me´thodes vortex et advection de contours. Apre`s une
description de l’algorithme, une e´tude comparative avec d’autres me´thodes est mene´e au travers d’un cas test : la
de´croissance libre d’une turbulence bidimensionnelle. Cette analyse illustre les avantages de ce nouvel algorithme en
termes de re´solution, de convergence, de pre´cision et de couˆt de calcul par rapport a` d’autres me´thodes existantes.
Abstract :
HyperCASL is a new fully Lagrangian algorithm combining Contour Dynamics and Vortex-In-Cell methods. After a
description of the algorithm, an inter-code comparison is conducted using a two-dimensional inviscid unforced turbulence
test-case. This enables us to point out the advantages of this new algorithm in terms of resolution, convergence, accuracy
and computational efficiency compared to other existing methods.
Mots clefs : e´coulements ge´ophysiques, advection de contours, me´thodes vortex
1 Introduction
Un bon outil de simulation nume´rique destine´ a` la simulation d’e´coulements ge´ophysiques (mode´lisation du
climat, pre´visions me´te´orologiques, dispersion de polluants...) doit allier pre´cision et faible couˆt de calcul
car des pre´dictions pre´cises (en particulier les fluctuations de concentration) sont requises a` la fois sur de
courtes pe´riodes de temps et sur de larges domaines de calcul. L’algorithme HyperCASL [1, 2] pre´sente´ ici
est une extension de CASL [3, 4] conc¸u a` cet effet. C’est une me´thode purement Lagrangienne combinant les
me´thodes vortex (VIC) [5] et l’advection de contours. Les nouveaute´s de l’algorithme sont pre´sente´es en §2.
Le paragraphe suivant constitue une e´tude comparative avec d’autres me´thodes (CASL, VIC et les me´thodes
spectrales PS) mene´e au travers d’un cas test : la de´croissance libre d’une turbulence bidimensionnelle. Cette
analyse illustre les avantages de ce nouvel algorithme en termes de re´solution, de convergence, de pre´cision
et de couˆt de calcul par rapport aux autres me´thodes existantes. L’article se termine par une discussion sur les
applications potentielles et la perspective de travaux futurs.
2 Description de l’algorithme
Le champ scalaire de vorticite´ potentielle (VP) q est de´compose´ en une partie ‘adiabatique’ qa conserve´e le
long des lignes mate´rielles et une partie ‘diabatique’ qd qui varie en re´ponse a` un terme source. On obtient ainsi







ou` D/Dt ≡ ∂/∂t + u · ∇ de´signe la de´rivation particulaire et S(x, t) repre´sente un terme source 1. En
les combinant, on retrouve l’e´quation exacte satisfaite par la VP, i.e. Dq/Dt = S. Ces deux e´quations sont
couple´es puisque le champ de vitesse u est obtenu par l’inversion du champ total q = qa + qd. Comme
pour l’algorithme CASL [3], la partie adiabatique qa est mode´lise´e par des contours permettant de repre´senter
des de´tails extraordinairement fins de l’e´coulement pour une petite fraction du temps de calcul requis par
l’utilisation de me´thodes spectrales [6, 7]. Dans ce cas, la dissipation nume´rique provient essentiellement de
la re´gularisation des contours (‘chirurgie’ des contours [8, 9]) intervenant a` une e´chelle bien plus petite que la
taille du maillage. En revanche, la partie non conservative qd n’est pas traite´e correctement par les contours,
d’ou` l’emploi des me´thodes spectrales dans CASL [4]. La nouveaute´ re´side ici dans l’utilisation d’un ensemble
1. La source S peut eˆtre de nature physique (pompage d’Eckman, relaxation thermique) ou nume´rique (re´sidu issu de la
re´gularisation des contours [4]).
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de tourbillons ponctuels a` circulation variable pour satisfaire exactement l’e´quation Dqd/Dt = S au niveau de
la grille.









ou` dq˜k/dt de´signe la variation de la circulation q˜k = Γk∆x∆y du tourbillon ponctuel k, Sij la valeur du terme
source au noeud (i, j) du maillage, Gij le domaine compose´ des cellules entourant le noeud (i, j) et wi,j,k
les poids du sche´ma d’interpolation (biline´aire ici). La solution de (2) est cherche´e comme l’interpolation d’un
champ de VP inconnu F divise´ par la densite´ locale de tourbillons ponctuels ρk = wi,j,kDi,j+wi+1,j,kDi+1,j+
wi,j+1,kDi,j+1 + wi+1,j+1,kDi+1,j+1, avec Dij =
∑
k∈Gij
wi,j,k la densite´ de tourbillons ponctuels au noeud




= wi,j,kFi,j + wi+1,j,kFi+1,j + wi,j+1,kFi,j+1 + wi+1,j+1,kFi+1,j+1. (3)
Partant d’une premie`re estimation de F , une matrice re´siduR est initialise´e avec le terme source S. Le membre
de droite de (2) est soustrait au re´sidu R. Puis le membre de droite de (3) avec F = R, divise´ par la densite´
locale de tourbillons ponctuels ρk, est ajoute´ a` dq˜k/dt. Cette proce´dure est reproduite ite´rativement jusqu’a` ce
que la norme L∞ du re´sidu soit plus petite qu’une pre´cision fixe´e a` ε = 10−6 ||S||2. Toute la difficulte´ revient
a` choisir convenablement la premie`re valeur de F pour assurer une convergence rapide. En ge´ne´ral la valeur
de F au pas de temps pre´ce´dent est utilise´e, mais lorsque celle-ci est indisponible, la valeur initiale est choisie
e´gale a` (3) avec F = S. Plusieurs tests ont montre´ que cette premie`re estimation grossie`re n’alourdit pas outre
mesure la convergence de la proce´dure ite´rative.
Initialement,m×m tourbillons ponctuels sont dispose´s selon un motif re´gulier dans chaque cellule du maillage
de manie`re a` ce qu’un tourbillon coı¨ncide avec chacun des noeuds (voir figure 1). Cependant, le motif se
de´sorganise progressivement sous l’action de l’e´coulement, rendant la proce´dure d’inversion de (2) moins effi-
cace. En effet, a` partir d’un champ source S ale´atoire illustre´ en figure 1, l’influence d’un de´placement ale´atoire
φ (normalise´ par la taille de la maille) des tourbillons se traduit par une augmentation significative du nombre
d’ite´rations avant convergence, en particulier pourm = 2 (voir figure 1). Pour garantir une convergence rapide,
les tourbillons sont donc re´organise´s re´gulie`rement selon une cadence impose´e par l’intensite´ de l’e´coulement.
On de´finit le parame`tre τ comme l’inte´grale du maximum de vorticite´ relative entre l’instant t et la dernie`re
re´gularisation a` t0, i.e. τ =
∫ t
t0
|ω|maxdt. Chaque fois que τ & 0.5, le motif des tourbillons ponctuels est
re´arrange´. Cette valeur seuil est issue de nombreux tests et constitue un compromis entre pre´cision et temps de
calcul.
L’utilisation des tourbillons ponctuels constitue la nouveaute´ principale de l’algorithme. Cependant quelques
autres ame´liorations mineures ainsi qu’une e´tude exhaustive de l’influence de tous les parame`tres nume´riques
sur la pre´cision et l’efficacite´ de la me´thode sont de´taille´s dans [2].
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x












FIGURE 1 – Gauche : organisation initiale des tourbillons ponctuels au sein d’une cellule du maillage pour
m = 4, les noirs appartiennent a` la cellule dessine´e et les blanc aux cellules voisines. Centre : champ ale´atoire
de VP utilise´ pour tester la convergence de la me´thode ite´rative d’inversion de (2). Droite : nombre d’ite´rations
avant convergence fonction de φ pour m = 2 (trait solide), m = 3 (trait discontinu) et m = 4 (trait mixte).
3 ´Etude comparative
L’e´tude comparative se base sur le cas test classique de la de´croissance libre d’une turbulence bidimensionnelle.
Le syste`me dynamique est re´gi par l’e´quation ∂tω − ∂xψ∂xω + ∂xψ∂yω = 0 ou` la vorticite´ ω et la fonction
courant ψ sont relie´es par la relation q = ∆ψ. L’e´tat initial est un champ de vorticite´ a` phase ale´atoire dont le
2
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FIGURE 2 – Le champ de vorticite´ ω a` t = 0, 5, 10, 20 et 50 de haut en bas pour HCASL, CASL, PS et VIC
(respectivement en colonne 1, 2, 3 et 4). Un seizie`me du domaine est repre´sente´. Une palette de gris est utilise´e,
le blanc indiquant la valeur maximale et le noir la valeur minimale.




, ou` k0 est le centroı¨de d’enstrophie-e´nergie, p est un entier
supe´rieur a` 1 et c une constante ajuste´e pour fixer le maximum de vorticite´ a` une valeur donne´e. Sauf mention
contraire, k0 = 4, p = 3 et la vorticite´ maximale est 4pi. Toutes les simulations sont re´alise´es dans un domaine
pe´riodique de taille 2pi × 2pi pour t ∈ [0, 500] avec un sche´ma temporel de Runge-Kutta d’ordre 4.
L’e´volution aux temps courts (de t = 0 a` t = 50) du champ de vorticite´ est illustre´e en figure 2 pour cha-
cune des me´thodes et pour une re´solution N = 256. Bien que le champ initial (ici k0 = 16) soit identique,
les e´coulements deviennent diffe´rents passe´ le pic de palenstrophie autour de t = 5. L’utilisation pour la
repre´sentation des contours d’une e´chelle de longueur (e´chelle chirurgicale [8, 9]) seize fois plus petite que la
taille de la maille [2] donne une meilleure re´solution pour HCASL et CASL compare´e a` celle de PS et VIC.
Ce surcroıˆt de re´solution effective permet a` HCASL et CASL de mieux de´crire les proprie´te´s de l’e´coulement
que ne le font PS et VIC, comme par exemple les caracte´ristiques de la population de tourbillons. Une ana-
lyse the´orique [10] base´e sur une population de tourbillons auto similaire en taille montre que la densite´ des
tourbillons est inversement proportionnelle a` leur aire, i.e. n(A) ∼ A−1. La figure 3 compare cette pre´diction
3
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FIGURE 3 – Moyenne temporelle de la densite´ de tourbillons n(A) normalise´e par le nombre total de tourbillons
Nv en fonction de l’aire A pour les quatre algorithmes. Les courbes correspondent aux donne´es collecte´es sur
la pe´riode (a) t ∈ [10, 100] et (b) t ∈ [100, 500].
the´orique aux donne´es obtenues avec les simulations. Les courbes repre´sentent la moyenne temporelle de la
densite´ des tourbillons n(A) normalise´e par le nombre total de tourbillons Nv =
∫
n(A)dA sur deux inter-
valles distincts, a` savoir t ∈ [10, 100] et t ∈ [100, 500]. Cette figure montre clairement la supe´riorite´ de HCASL
et CASL a` reproduire correctement la population de tourbillons par rapport aux me´thodes PS et VIC. Alors
que les re´sultats nume´riques obtenus avec HCASL et CASL sont conformes a` la pre´diction the´orique pour
t ∈ [100, 500], la pente mesure´e est un peu plus raide que A−1 pour t ∈ [10, 100]. Cette diffe´rence s’explique
par le fait que la distribution de tourbillons n’est pas comple`tement auto-similaire pour t ∈ [10, 100]. En effet,
les tourbillons les plus larges n’apparaissent qu’aux temps longs suite aux fusions successives de tourbillons
plus petits. La comparaison des deux figures 3(a) et 3(b) montre que la probabilite´ d’existence des larges tour-
billons augmente avec le temps. De plus, l’aire maximale observable est de Amax = 0.03 a` t = 100 et elle
augmente jusqu’a` Amax = 0.07 pour t = 500.
En ge´ne´ral, dans les applications ge´ophysiques, les simulations d’e´coulements sont faites pour de modestes
re´solutions car une grande partie des ressources de calcul sont de´die´es a` d’autres phe´nome`nes physiques tels
que les re´actions chimiques ou les sche´mas de radiation. De fait, un algorithme performant doit pre´senter une
convergence rapide. Une comparaison visuelle directe de la convergence de chaque me´thode est pre´sente´e
en figure 4 par la repre´sentation des contours de vorticite´ pour des re´solutions croissantes (de N = 32 a`
512) a` t = 5 quand les simulations sont encore comparables. Alors que les caracte´ristiques essentielles de
l’e´coulement sont capture´es par HCASL et CASL pour N = 64, la convergence ne semble eˆtre atteinte qu’a`
N = 512 pour les me´thodes PS et VIC. De plus, a` iso-re´solution, les gradients de vorticite´ sont bien plus raides
avec HCASL et CASL qu’avec PS et VIC. Ces figures montrent clairement que les deux algorithmes utilisant
les contours convergent plus rapidement que PS et VIC.
Un moyen de mesurer la pre´cision des me´thodes est de regarder leur capacite´ a` conserver les aires entre
deux iso-contours de vorticite´ (conse´quence directe du the´ore`me de Kelvin). L’aire est calcule´e comme fait
pre´ce´demment fait par [6]. Le champ de vorticite´ est divise´ en re´gions Rj , j ∈ [−M,M ], chacune associe´e
a` un niveau de vorticite´ ωj . En the´orie, l’aire Aj de ces re´gions doit eˆtre conserve´e mais en pratique, les
erreurs nume´riques se traduisent par des variations de l’aire. L’incre´ment de vorticite´ δω = ωj+1 − ωj est
choisi constant et e´gal a` 4pi/20. Le nombre de re´gions en de´coule directement, i.e. M = (ωmax − ωmin)/2δω.
Pour chaque noeud du maillage, la re´gion Rj a` laquelle il appartient est de´termine´e par l’entier j tel que
(j − 12)δω < ω ≤ (j +
1
2)δω. La pre´cision de la me´thode est ensuite donne´e par l’erreur sur l’aire de´finie











A2j (0) . (4)
Le meilleur algorithme n’e´tant pas simplement le plus pre´cis, la pre´cision des me´thodes doit eˆtre accompagne´e
d’une information sur leur couˆt pour faire une comparaison juste entre les diffe´rentes me´thodes. Le couˆt est
ici donne´ par le temps de calcul (en secondes cpu) par unite´ de temps simule´e. La figure 5 pre´sente l’erreur
εA aux temps t = 5 et t = 10 en fonction du couˆt de calcul pour les quatre algorithmes. `A re´solution e´gale,
l’erreur produite par HCASL et CASL est bien plus faible que celle donne´e par les me´thodes PS et VIC.
Il faut augmenter la re´solution jusqu’a` N = 1024 pour que les deux me´thodes PS et VIC pre´sentent une
4
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FIGURE 4 – Contours de vorticite´ a` t = 5 dans une seizie`me du domaine pour des re´solutions croissantes de
haut en bas (N = 32, 64, 128, 256 et 512) avec HCASL, CASL, PS et VIC (respectivement en colonne 1, 2, 3
et 4). L’incre´ment est ∆ω = 4pi/5 = 2.513 et les lignes discontinues repre´sentent les valeurs ne´gatives.
pre´cision au moins e´gale a` celle obtenue avec HCASL et CASL pour N = 64, et ce, avec un temps de calcul
respectivement 205 et 42 plus long. Une comparaison des deux me´thodes utilisant les contours montre la
supe´riorite´ de HCASL sur CASL : l’absence d’une contrainte CFL sur le pas de temps dans HCASL en raison
de sa nature Lagrangienne, le rend plus rapide que CASL lorsque la re´solution augmente. `A la vue de ces
re´sultats, HCASL pre´sente les meilleures proprie´te´s nume´riques.
4 Conclusions
L’algorithme HyperCASL est une nouvelle me´thode Lagrangienne pour la simulation des e´coulements ge´ophy-
siques, combinant me´thodes vortex et advection de contours. La vorticite´ potentielle est de´compose´e en deux
champs : une partie conservative repre´sente´e par les contours et une partie non conservative mode´lise´e par des
tourbillons ponctuels dont la circulation varie dynamiquement pour tenir compte de tout champ source. Cette
nouvelle technique permet de supprimer toute diffusion jusqu’au niveau de la maille de la grille, rele´guant les
erreurs nume´riques a` une e´chelle infe´rieure a` celle-ci.
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FIGURE 5 – Erreur εA a` (a) t = 5 et (b) t = 10 en fonction du couˆt par unite´ de temps (en sec. cpu) pour les
quatre algorithmes ( pour HCASL,N pour CASL,  pour PS et • pour VIC). La taille des symboles augmente
avec la re´solution, de N = 32 a` N = 512 pour HCASL et CASL, et de N = 32 a` N = 1024 pour PS et VIC.
`A l’aide du cas test de la de´croissance libre d’une turbulence bidimensionnelle, une comparaison de HCASL
avec d’autres me´thodes existantes (CASL, PS et VIC) montre la supe´riorite´ de l’algorithme en terme de conver-
gence, de pre´cision et de temps de calcul. `A la lumie`re de ces re´sultats, l’algorithme HyperCASL repre´sente
une nouvelle opportunite´ pour mode´liser efficacement les e´coulements ge´ophysiques complexes. Son exten-
sion a` un syste`me plus complet d’e´quations est envisageable comme la prochaine e´tape [11], et l’adaptation de
la me´thode a` la ge´ome´trie sphe´rique et aux oce´ans repre´sente une opportunite´ pour de futurs travaux. Enfin, de
par sa nature, HyperCASL n’est pas limite´ a` la VP, il peut s’appliquer a` d’autres traceurs (espe`ces chimiques
pre´sentes dans l’atmosphe`re) comme la vapeur d’eau dont une meilleure mode´lisation permettrait d’ame´liorer
les pre´visions concernant les pre´cipitations [12].
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